Business Statistics

Lectures 3-4

Probability Distribution

 1. Objectives

Probability distributions are a fundamental concept in statistics. They are used both on a theoretical level and a practical level. 

Some practical uses of probability distributions are: 

To calculate confidence intervals for parameters and to calculate critical regions for hypothesis tests. 

For univariate data, it is often useful to determine a reasonable distributional model for the data. 

Statistical intervals and hypothesis tests are often based on specific distributional assumptions. Before computing an interval or test based on a distributional assumption, we need to verify that the assumption is justified for the given data set. In this case, the distribution does not need to be the best-fitting distribution for the data, but an adequate enough model so that the statistical technique yields valid conclusions. 

Simulation studies with random numbers generated from using a specific probability distribution are often needed. 

A probability distribution describes the values and probabilities that a random event can take place. The values must cover all of the possible outcomes of the event, while the total probabilities must sum to exactly 1, or 100%. For example, a single coin flip can take values Heads or Tails with a probability of exactly 1/2 for each; these two values and two probabilities make up the probability distribution of the single coin flipping event. This distribution is called a discrete distribution because there are a countable number of discrete outcomes with positive probabilities.

A continuous distribution describes events over a continuous range, where the probability of a specific outcome is zero. For example, a dart thrown at a dartboard has essentially zero probability of landing at a specific point, since a point is vanishingly small, but it has some probability of landing within a given area. The probability of landing within the small area of the bullseye would (hopefully) be greater than landing on an equivalent area elsewhere on the board. A smooth function that describes the probability of landing anywhere on the dartboard is the probability distribution of the dart throwing event. The integral of the probability density function (pdf) over the entire area of the dartboard (and, perhaps, the wall surrounding it) must be equal to 1, since each dart must land somewhere.

The concept of the probability distribution and the random variables which they describe underlies the mathematical discipline of probability theory, and the science of statistics. There is spread or variability in almost any value that can be measured in a population (e.g. height of people, durability of a metal, etc.); almost all measurements are made with some intrinsic error; in physics many processes are described probabilistically, from the kinetic properties of gases to the quantum mechanical description of fundamental particles. For these and many other reasons, simple numbers are often inadequate for describing a quantity, while probability distributions are often more appropriate models. There are, however, considerable mathematical complications in manipulating probability distributions, since most standard arithmetic and algebraic manipulations cannot be applied.

2. A discrete probability function

is a function that can take a discrete number of values (not necessarily finite). This is most often the non-negative integers or some subset of the non-negative integers. There is no mathematical restriction that discrete probability functions only be defined at integers, but in practice this is usually what makes sense. For example, if you toss a coin 6 times, you can get 2 heads or 3 heads but not 2 1/2 heads. Each of the discrete values has a certain probability of occurrence that is between zero and one. That is, a discrete function that allows negative values or values greater than one is not a probability function. The condition that the probabilities sum to one means that at least one of the values has to occur.
Since continuous probability functions are defined for an infinite number of points over a continuous interval, the probability at a single point is always zero. Probabilities are measured over intervals, not single points. That is, the area under the curve between two distinct points defines the probability for that interval. This means that the height of the probability function can in fact be greater than one. The property that the integral must equal one is equivalent to the property for discrete distributions that the sum of all the probabilities must equal one. 
3. Probability Mass Functions Versus Probability Density 
    Functions 
Discrete probability functions are referred to as probability mass functions and continuous probability functions are referred to as probability density functions. The term probability functions covers both discrete and continuous distributions. When we are referring to probability functions in generic terms, we may use the term probability density functions to mean both discrete and continuous probability functions.
4. Families of Distributions

Shape Parameters
 Many probability distributions are not a single distribution, but are in fact a family of distributions. This is due to the distribution having one or more shape parameters. 

Shape parameters allow a distribution to take on a variety of shapes, depending on the value of the shape parameter. These distributions are particularly useful in modeling applications since they are flexible enough to model a variety of data sets. 

Example: Weibull Distribution The Weibull distribution is an example of a distribution that has a shape parameter. The following graph plots the Weibull pdf with the following values for the shape parameter: 0.5, 1.0, 2.0, and 5.0. 


The shapes above include an exponential distribution, a right-skewed distribution, and a relatively symmetric distribution. 

The Weibull distribution has a relatively simple distributional form. However, the shape parameter allows the Weibull to assume a wide variety of shapes. This combination of simplicity and flexibility in the shape of the Weibull distribution has made it an effective distributional model in reliability applications. This ability to model a wide variety of distributional shapes using a relatively simple distributional form is possible with many other distributional families as well. 
5. Gallery of Distributions 

Detailed information on a few of the most common distributions is available below. There are a large number of distributions used in statistical applications. It is beyond the scope of this Handbook to discuss more than a few of these. Two excellent sources for additional detailed information on a large array of distributions are Johnson, Kotz, and Balakrishnan and Evans, Hastings, and Peacock. Equations for the probability functions are given for the standard form of the distribution. Formulas exist for defining the functions with location and scale parameters in terms of the standard form of the distribution. 

The sections on parameter estimation are restricted to the method of moments and maximum likelihood. This is because the least squares and PPCC and probability plot estimation procedures are generic. The maximum likelihood equations are not listed if they involve solving simultaneous equations. This is because these methods require sophisticated computer software to solve. Except where the maximum likelihood estimates are trivial, you should depend on a statistical software program to compute them. References are given for those who are interested. 

Be aware that different sources may give formulas that are different from those shown here. In some cases, these are simply mathematically equivalent formulations. In other cases, a different parameterization may be used.
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6. Comments:
1. Распределение вероятностей очень похоже и близко по своему смыслу на распределение частоты событий. Это сходство особенно выражено в тех случаях, когда количество возможных исходов (или событий), по которым выражается распределение, невелико. Например, мы интересуемся распределением выпадения орла или решки при бросании монеты. Здесь – всего два возможных исхода (орел или решка). Распределение вероятностей – 50% на 50%. Однако это чисто теоретически, имея в виду, что вероятность выпадения орла или решки одинакова (фифти-фифти). Однако это вовсе не значит, что в конкретном эксперименте, скажем, из 10 попыток, обязательно будут 5 орлов и 5 решек. Может оказаться, что их будет 4 и 6. В данном случае распределение частоты событий равно 0.4 и 0.6. Отношение этих величин равно 0.4/0.6= 0.66666. Судя по данному конкретному опыту распределение частот неравное, т.е. частота выпадения орла не равна частоте выпадения решки.

Но мы можем предположить, что чем больше число попыток (т.е. бросаний монет), тем ближе будет отношение числа орлов к числу решек равным 1. Например, из тысячи бросаний может быть 498 орлов и 502 решки. Отношение равно 498/502=0.992 (т.е. близко к единице). При таком числе бросков распределение частот очень близко к равномерному. Аналитически, дедуктивно, мы можем сделать умозаключение, что если число таких попыток будет сколь угодно возрастать, то частота орла и решки будет сколь угодно близка к 50 на 50.
Другой пример – распределение населения  по материкам. Таких материков всего шесть (Европа, Азия, Южная Америка, Северная Америка, Африка и Австралия). Если бы могли точно знать население каждого материка, то мы могли бы говорить о распределении вероятностей проживания некоторого произвольного человека на каком-либо материке. Предположим, мы знаем точные цифры:
Европа- 15%, Южная Америка-10%, Северная Америка-15%, Азия – 45%, Африка – 10%, Австралия – 5% (всего 100%). Тогда можно утверждать, что вероятность того, что взятый наугад человек проживает в Африке равна 10%. , в Америке (Южной либо северной) = 10%+15% = 25% и т.д. 
Однако на самом деле едва ли можно точно знать точные цифры распределения жителей Земли по материкам. На основании каких-то выборочных исследований или переписей можно говорить непосредственно лишь о распределении частоты проживания людей на разных материках. Можно лишь предполагать, что это распределение частоты с некоторой погрешностью отражает истинное положение вещей (т.е. близко к распределению вероятностей).

2. Сходство частоты и вероятности уменьшается, если число возможных исходов события сильно возрастает. Например, мы хотим отразить распределение вероятностей возраста людей на всей планете. Если возраст определять с дискретностью в один год, то таких возможных исходов будет 118 (т.к.на сегодня самый старый человек на Земле – житель Италии – имеет возраст 118 лет). А если бы мы захотели иметь более точное распределение – с точностью до 1 месяца (дня, часа, минуты, секунды, доли секунды и т.д.)? Чисто технически такие расчеты и оценки получить непосредственно в виде частот этих событий нереально (число самих этих событий исчисляется миллионами, миллиардами и выше). Понятие возраста не имеет четких фиксированных значений. Возраст может иметь в принципе, любое значение из некоторого диапазона, и число таких возможностей – сколь угодно велико, т.е. непрерывно, в отличие от дискретного множества значений, скажем, материка или орла-решки. 

Поэтому, если оперировать понятием распределения частоты с маленькими значениями интервалов (и увеличением количества этих интервалов), то число случаев в каждом интервале будет уменьшаться, вплоть до того, что некоторое интервалы вообще могут не иметь ни одного случая. Например, в возрасте: 20 лет+10 дней +3 часа + пять минут + 2.345 секунды может не быть ни одного человека на Земле. Распределения частоты событий по мере уменьшения величины интервала наблюдения (и увеличения их количества) становятся все более «размазанными», растянутыми по ширине и очень мелкими (исчезающее малыми) по высоте (поскольку сумма частот всех интервалов всегда должна быть равна 100% (либо 1, либо натуральному числу всех испытаний, скажем, числу людей на Земле). 
Проиллюстрируем сказанное выше распределением частоты возраста жителей города Одессы. Пусть вначале мы изучаем грубое распределение (с интервалом в 20 лет). 

 
[image: image18]
Теперь рассмотрим более точно – с интервалом в 10 лет:
Если еще уменьшить интервал – до 5 лет, то количество интервалов увеличится еще вдвое, а высота частот – тоже уменьшится в среднем в 2 раза. Такая диаграмма становится все менее выразительной и понятной, ее даже трудно рисовать, а тем более оценивать визуально. Дискретное распределение частот постепенно превращается в мало дискретное (почти непрерывное) распределение вероятностей. В пределе непрерывное распределение вероятностей вообще нельзя будет изобразить графически, т.к. вероятность каждого в отдельности маленького (почти точечного) интервала близка к нулю. 

Поэтому распределения частот с большим числом интервалов, и тем более распределение вероятностей (с бесконечным числом этих интервалов) изображают в виде т.н. плотности распределения, которая равна самой величине (частоте) деленной на интервал дискретизации:

p = f / d
Тогда вышеприведенные нормализованные распределения частоты примут более удобный вид:
а) интервал d =20 лет

б) интервал d =10 лет

Пунктирная линия описывает ожидаемое распределение плотности вероятности (probability density distribution).
7. Home assignment:

Create and draw on your blank form:

7.1. Three cases of the imaginable possible people weight frequency distribution all around the world (in percent)  using 3 types of discrete  intervals: 60 kg, 30 kg, 15 kg (take the maximum human weight = 300 kg).

7.2. Three cases of the imaginable possible people weight normalized frequency distribution all around the world using 3 types of discrete  intervals: 60 kg, 30 kg, 15 kg (take the maximum human weight = 300 kg).

7.3. Give the explanation of those results. What’s the difference between frequency distribution and normalized frequency distribution?

7.3. How could you define – what is probability density distribution like?
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